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A Canonical Transformation as a Proposal of the Solution of a Functional Equation

Starting with a functional equation of the New Tamm-Dancoff procedure for electronic states
of defects in solids we describe an attempt to transform this equation. The aim is to extract a
one-particle equation as a projection which is a good approximation for the case of a defect. The
transformation usedi s a simple approach to more general canonical transformations leading to
inequivalent representations of the many-body moblem It is compared with the elimination
procedure given in a first paper [1] which treated the manyelectron problem occuring with the
storage of hydrogen in metals.

Zur Untersuchung von Storstellen in Festkor-  Elektronensystems

pern, insbesondere von Wasserstoffkernen in Metal- ]

len, wurde fiir das Vielelektronenproblem in einer % = fd% Y (x) (— £y A+ Vy(x)

fritheren Arbeit [1]* die Funktionalgleichung des -
Neuen-Tamm-Dancoff-Systems (NTD-System) auf- + Val x)) (%) (1.1)
gestellt. Zur Herleitung einer Einteilchenschro-

dingergleichung fiir die Storstelle aus dem hoch- e2

dimensionalen ,,p-System‘ wurde ein Eliminations- + i” Pod¥a'yt =)y (*)y Ix ‘_l PiEkpied
verfahren benutzt. Wir stellen uns hier die Frage, o )

ob nicht durch eine direkte Behandlung der Funk- \\tObel wir unter Vy(x) das Potential der Wirts-
tionalgleichung mit Hilfe einer kanonischen Trans. ~gitteratome, bzw. Ionen, und unter V(x) das
formation ein vergleichbares Ergebnis gewonnen Potential dejr Storstellen verstehen wollen. Mit Hilfe
werden kann, wobei unter Umstinden sogar durch ~ von hermetischen Feldoperatoren

die gréflere Allgemeinheit des Verfahrens eine Ver- p(x)
besserung der Losungstheorie erreichbar ist. Es ( x) = U+( (x)) ;
gibt in der Tat eine solche Transformation, die
im wesentlichen zum selben Ergebnis fithrt, dariiber
hi.naus aber auch n.och eine selb.stkons%‘stente Be- {on' (%), ng Vi = 86,00 (x — 2'),
stimmung der Entwicklungsfunktionen fiir das Viel-
teilchenproblem zulafit. Sie soll hier so geschildert
werden, dafl gegebenenfalls Untersuchungen zu 1 11
einer weiteren Verallgemeinerung der Losungs- WO Ut = 1/2( ) ;
theorie angeregt werden.

ﬁ/(x)T = lp+(x) =Ww®@ v, (1.2a)

o,0=1,2, (1.2D)

(1.2¢)

—17 1
geben wir den Hamilton-Operator in einer fiir die

§ 1. Herleitung der Funktionalgleichung allgemeinen Untersuchungen zweckmifBigen ,,dop-
pelkomponentigen‘‘ Darstellung an [2], [3]:
Der Vollstindigkeit halber sei hier die Aufstellung

der Funktionalgleichung kurz geschildert. Wie in 7 — . 77— L3 J‘ dsz lfl(x)T(H (x) (1.3)
(I, 2.1) gehen wir aus vom Hamiltonoperator des 2
= ~ 1
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Hier sind
B U+(1 _1)U’ (1.4)
12
H(x):(—— om 41 Vel®) + h{(x))E
h2 A
= — > A+Vw(x)+I7H(x)y (15)
2m
und
5 1 O (x — 1.6
02

— 7 0(x— x')) E a3y’

| — |

schiefsymmetrische Matrizen, wobei B (x) ebenso
wie
1 , €2
=g ffd3xd3x O(x — x)

e —a|

20 (2 — &)

£ 3
+§Id xé(x—— x)

&
( >4+ Vwlx) + VH(x)) (1.7)

2m

aufgrund der ¢-Singularititen divergente Grofen
darstellen. Sie werden jedoch bei der nachfolgenden
Abbildung auf natiirliche Weise so ergianzt, dal}
endliche und physikalisch sinnvolle Gréfen ent-
stehen. Damit eriibrigt sich eine Diskussion dieser
Glieder an dieser Stelle. Die Vereinbarung, daf}
sich das erste £ im letzten Glied von (1.3) auf das

aulere Operatorpaar li’(.ac)T, '{A’(x), und das zweite

E auf das innere Paar If’(;\:’)’-”, 'f’(x’) beziehen soll,
wollen wir bei allen entsprechenden Ausdriicken
in dieser Arbeit durchhalten.

Abweichend von (I) soll die Abbildung auf den
,»u-Raum¢ einer Funktionalgleichung fiir das NTD-
System der Energiedifferenzen zwischen Ideal-
kristall- und gestorten Kristallzustinden mit Hilfe
eines schon normalgeordneten Erzeugenden Funk-
tionals

W = eiaeid (1.8)
abgekiirzt werden [4], [5]. Dabei sind
a= ”d%d%’u*(x) Ao (=, =) 'f/(x’), (1.9a)

b = [[dSzd3 ut (x) A (2, 2') P (x), (1.9b)
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wo die Quellenoperatoren u*(x) zweikomponentige
Fermioperatoren darstellen:

{us(x), ug™ ()}

+

= dg,60(x— %), 0,0=1,2, (1.10)

die mit dem Feldoperator l;f’(ac) antikommutieren

{uo(x), Wo(x')} = 0;
+

{up* (x), Po(a')} = 0 (1.11)
+

Die Projektoren /f(*f)(x, x') und A© (%, ') mit den
Eigenschaften
[AD (2, 2) A (2, 27) dB2' = 4D (x, 2"");
[AG (2, %) A (2, 2" A% =0,  (1.12a)

f/’l\(‘) (x, x/) /'1\(_,) (xl’ xll)d3x! _— /f(_) (x’ x//) ,

AD (x, )T = AO) (', %), (1.12b)

setzen sich zusammen aus
Si(=x,x') 0

0 So(x',x)>U’
(1.13a)

AD (x, x') = U+(

So(x,x) 0 U
0 Si(«,x))
(1.13Db)

AO (x,x') = U+(

wo Sp(x, 2') und S;(x, x”) ebenfalls Projektoren
sind mit den zu (1.12a) analogen Eigenschaften,
fir die eine Entwicklung nach einem vollstindigen
Satz von Einelektronenfunktionen y;(x) folgender-
malen festgelegt werden soll:

So(x, ') z;a x) fi 1% (

So(x', x)—So (x, ), (1.14a)
81 (x, ') in x)gi 1% (%),
Sl(x,x)—Sl (x, %) (1.14b)

fi sei die Fermi-Verteilung. Mit g; = 1 — f; als Kom-
plement gilt

So(x, x') - S1(x,x') = 0(x — «'). (1.15)

In dieser Form einer Vollstindigkeitsrelation sollen
auch die ¢-Singularititen in (1.6) und (1.7) ver-
standen werden.

Mit dieser Vorgabe der Einteilchenentwicklung
(1.14) beschreibt das Erzeugende Funktional (1.8)
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eine Normalordnung beziiglich eines Ausgangszu-
stands, der durch einen Satz von Einelektronen-
zustianden unterhalb der Fermi-Kante charakteri-
siert wird, z.B. durch ein volles Valenzband bei
Halbleitermodellen oder ein teilweise gefiilltes Lei-
tungsband bei Metallen.

Die Funktionalgleichung des NTD-Verfahrens
entsteht durch die Berechnung von

(o|W #on — #,W | k)

= (En — E,) (0| W| k) (1.16)

Hier stehen E,und |o) fiir Eigenwerte und Zusténde
des Schrodinger-Problems beim ungestorten Kristall

Hy|o) =E,|o0) (1.17)
und E;, |h> fir die entsprechenden Gréflen des
gestorten Problems

Hn|ky = En|b) (1.18)

Projeziert man (1.16) auf das Vakuum |0) des u-
Raumes

u(x)|0) =0 (1.19)
und definiert
won:=Ep—E,, (1.20a)
|®on) := <o| W|h)|0), (1.20b)
sowie
ol
= O|WH W1 —#,)W|k>|0), (1.21)

so erhdlt man die Funktionalgleichung in Form
eines linearen Eigenwertproblems fiir die Energie-
differenzen wgp:

w)|P) = w|D). (1.22)

Die Berechnung des Funktionaloperators B erfolgt
am einfachsten mit Hilfe der leicht zu beweisenden
Relationen *

WP () W-1 = ¥ (x) + iut (x) (1.23)

und

W (x) W1 = u(x) — i P(x) (1.24)
-+ ‘[/f(*) (%, x")u* (x')d32’

* Esist u# (x): = ut(x)T.
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Durch Projektion von (1.24) auf W|0) entsteht aus
(1.24) die Funktionalersetzung

W|0 (1.25)
+jA<+>xx) * () d3') W | 0).

Den mit (1.23) und (1.25) berechneten Funktional-
operator B zerlegen wir in die Anteile

B = Bo + By + Bu + ¢’ (1.26)
mit
By = DBO) “+ Ry, (1.27a)
Br = D + DY — Ro, (1.27b)
B = D(la) + [D(lb) + |D(3)1 + [I])(f)1
+ D®), + D®,. (1.27¢)

Hier sind die Operatoren D{**P) identisch mit den
Ausdriicken (I, 5.6—5.14). Wir stellen sie im An-
hang nochmals zusammen. Allgemein gilt, da3 die
mit (a) oben indizierten Operatoren von Stérungen
der Idealgitterstruktur herriihren; die mit (b) indi-
zierten sind ausschlieBlich Vierfermionenopera-
toren; alle mit 0 unten indizierten Glieder sind
,,Diagonalblockoperatoren‘ der Gestalt

DY = [[ut(x)
- DO (x, x") u (") d3x d32’
bzw.

D<b)_ffj"j'u+ x)ut(x

cu(x)u(x""")d3x ...

(1.28a)

DY (x, x', 2, x'")
A%, (1.28b)

Die iibrigen haben die Struktur von ,,Neben-
diagonalblockgliedern‘

D = [Ju(x)7 DP(x, =)
u(x")d3zd3z’, (1.29a)
[D(b) = ffffu* TD(b)(x CH A )
cu(x"), u( "')d3x...d3x"’, (1.29b)
D(Oa)_“'u+ D(Oa)(xx)
¥ (x') 3z d32’, (1.30a)
D®), = ffffuﬂx) =) DP) (x, ', 2, x'")
ut (2" u(x "’)d3x .d3z""", (1.30b)
D(h) _ffffu+(x D(b) (x x’ x x///)
ut (x")ut (= "')d3x A3z, (1.31)

Der Ergéinzungsoperator Ro hat die gleiche Struk-
tur wie Dy:

Ro = [[u*(x) Ro(x, x') u(x')d3zd3’. (1.32)
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Wihrend die Gestalt aller D{®*P im Anhang an-
gegeben ist, wollen wir Rg(z, ') hier noch nicht
festlegen, da dieses Matrixelement wesentlich von
der Formulierung einer Selbstkonsistenzbedingung
abhingt (siehe § 4).

Die Aufteilung (1.27) ist in gewisser Weise will-
kiirlich. Es kann sich unter Umstinden heraus-
stellen, daf} sich eine andere Aufteilung, etwa

Bo = D + D + Ry, (1.27d)
Br = D — Ro, (1.27e)
B = (1.27¢), (1.271)

als vorteilhafter erweist. Wir kommen in § 6 darauf
zuriick. Ein leitender Gesichtspunkt bei einer sol-
chen Aufspaltung ist jedenfalls die Moglichkeit
einer ,,Diagonalisierung von By in der folgenden
Form:

Bo = [[d32 32’ ut(x) Bo(x, &) u(x') (1.33)
mit
8 n— O+ By(x, x") 0 U
o(x ) = 0 — By(x', =)
(1.34)
und
271 x) & y* (1.35)

Hier seiendie ¢ und y;(x) Eigenwerte und Eigen-
funktionen eines Schrodinger-Problems, das jedoch
erst nach der expliziten Vorgabe von Ry (%, x’) an-
gegeben werden kann.

§ 2. Transformation der Funktionalgleichung

Multipliziert man (1.22) von links mit einem
Operator

G =eK, (2.1)

so erhilt man eine transformierte Funktional-
gleichung

B|®)=w|D) (2.2)
mit

B=GBG1 (2.2a)
und

|®) = G| D). (2.2b)

Der transformierte Operator (2.2a) lafit sich dar-
stellen durch die formale Reihe

_ 1
B=8— (K Bl + 5 [, [, B]]
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=By + Br+ B — [K Bo] — [K, Bi]

[K BII]+ [K [, Boll + --

Der Operator [£ soll nun so bestimmt werden, da83
Brr = [, Bo]. (2.4)

Dann verbleibt in (2.3) nur noch

_ 1 1
B =Bo— (‘1 P —2,—> [K, [, Bo]]
1 1
<1 91 T a1 [, [K [K, Bo]]l] —+
1
+Br— - [K, Bi]
1 -~
+ 57 [ 106 Brl] — =+ -+ (2.5)
Mit Hilfe der Definition
[K, B]® =[IK, [K, [K,...,[K,B]...] (2.6)
N e e’
n-mal
kann man (2.5) zusammenfassen:
_ e 1
B=Bo+Br+> (-, (2.7)
n=1 n

_7; - I, BoJw+D -+ IS, B
= [K, e K [Bo eK] + e~ K (B() + BI) GK

Wir beschrianken uns hier auf die einfache Nihe-
rung [6]
B ~ Bo + Br — [K, Bi] — 3 [K, [K, Bo]]

= By + Br — [K, By] — % [K B . (2.8)

Nach den Erlduterungen von Arbeit (I) ist von
besonderem Interesse der ,,Einteilchenanteil, den
wir durch Einschieben des Projektors

Py = [d3zu*(x)] 0)(0] u(x) (2.9)

in die Funktionalgleichung (2.2) erhalten. Fiir die
Néherung (2.8) ergibt sich dann
P1E P1]5) =P (BO + Br — [Ka BI]
— 1K, Bu)) P1|®)

=P, |D). (2.10)

Aus den Erliuterungen des folgenden Paragraphen
geht hervor, daBl dabei der Anteil P1 [K, Bi]P;
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verschwindet, so dafl wir es in der Néherung (2.8)
lediglich mit
P1(Bo + Br — 3 [K, Bu]) P1|®)
=P, |D)

zu tun haben.

(2.11)

§ 3. Berechnung des Operators K

Aus der Bestimmungsgleichung (2.4) und der
Diagonalgestalt von By (1.34) geht hervor, dafl K
dieselbe Struktur wie Bir haben muf}:

K=K+ KP + KO + K@,
+ KO+ KT (3.1)

Hier sind die K Operatoren der Gestalt
(1.29)—(1.31). Aus der Tatsache, daf} in dieser Auf-
zahlung kein Diagonalblockglied enthalten ist, er-
klart sich das zum Schlufl des vorhergehenden
Paragraphen angesprochene Verschwinden von
Py [[K1, Bi]P;. Fiir die Berechnung der K
ist wesentlich, dafl die zugehorigen Matrixelemente
K2 in gleicher Weise wie By nach dem voll-
stindigen Funktionalsystem y;(x) entwickelt wer-
den konnen. Zu diesem Zweck stellen wir die in
(I, 7.2)—(I,7.7) angegebenen Hilfsmittel nochmals
zusammen. Es sei

IP (@) = gu(%) [0 IO (%) = ¥ () IO (3.2)

mit
o — o+t o, 10 —u+(? O)U-
—“No o)’ "o 1)
I=1I» 46, (3.3)
Offensichtlich sind diese Groflen Projektoren; fiir
sie gilt
INiH =6, [ [6) =6,
IO =16 I =0. (3.32)
Weiter definieren wir
Al = P A B T
A§‘)(x Y= ]i ) (x )IZ ) (x')*. (3.4)

[ @y (B (%, y) Bo(y, «') —
= Z{I(H

— I (@) K~ I (2) (&5 + &) — I ()
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Es gelten die Relationen
(I ()T = I(P (2)*;
AB) (2, 2')T = A(F) (', %), (3.5)
[ I () + IG) (=) A3z = 6, o [
“j<—)(x)+ IG) (x) dBx = 0, 1)
[ I (2) IG ) (x)d3z =0, (3.6)
J'1(+) +A‘+)(x x')dsx
= 0; ¢ [{D)(x')*; usw. (3.7

Mit (3.4) kann man By(x, 2') in (1.34) folgender-
malen schreiben:

Bo(x, x') = > & (4 (x, )

— A (x, ). (3.8)

Die Berechnung der K("*P sei exemplarisch an
K® ausfiihrlich dargestellt. Wir machen den An-

satz
K® = [[u(x)T R® (x, x)
cu(x')d3zd3z’, (3.9)
mit
By =2 2450
-}{5%’; 165 (x')*+ (3.10)

Die Summe iiber -4 bedeutet Summation iiber
die vier moglichen Kombinationen

j§+)(x)Ki4j—+ f§+)(x’)+,
I (=) Kf— I (),
Es ist
D = [K{, Bo]
= [[Ju@®)T(BP (x,y) Boly, «')
— BO (x’ .Y) K(fl)(yv x,)
u(x")d3xd32’ d3y
= [[uT (%) DP(x, 2') u(x’)

usw.

(3.11)

erfiillbar durch die Berechnung von K{(x, y) aus

Bo(x,y) KP (y, 2')) = D (x, «')
) Kb+ IO () (g5 — &) + I () K+ I() () (e + 4)

K5~ I (%) (e — &)} (3.12)

Multipliziert man der Reihe nach von links mit 7{*)(x)* bzw. I{)(x)*, von rechts mit I{*)(x’) bzw.
I{=)(a’) und integriert iiber x und ', so erhélt man die vier Gleichungen

IO KEEIO (£ &) — (£ ex) =

J'j‘ d3z 3z’ I{) (x)* D (x, x') I{) () .

(3.13)
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Dividiert man durch den jeweiligen Faktor (4 &) — (< &), multipliziert wieder von links mit [{*)(z)
bzw. I,7) (%), von rechts mit I{*)(z')* bzw. [{~)(z’)*, summiert iiber alle k, I und addiert schlieBlich

die vier Anteile iiber -+, <+, so entsteht
1(=) (5, x) D (x, x') A{F) (2, 5")

A
K®(z,3)= — d3zdsz’ —* : 3.14
i ba) é%” (&) — (£ &) il
D@ (x, x’) entnehmen wir (A.6).
In gleicher Weise gewinnt man
K{® = [[[fd32d3" 432" 4% u* (s)u(s)T RP (5,5, 5", 5" ) u(a") u(a"), (3.15)
wenn man einen entsprechenden Ansatz fiir K{* macht:
Bz o, 5" 2= 3 Z I () I (2 ) R et £ I (o IG5 () (3.16)
+++ 4 4,455
Das Ergebnis ist
1
EP(z, 5", 5" 8"} =— > [[dszasz
S il kKL
2 =
1(+) 7 A(E) ey 7 () (e N () (x! '’
AN, x)E () (x, ") |x — x’[ A{F)(&, xf)”E:‘ll;f(f 3 z—) (3.17)
(£ex)+ (Fe) — (L&) — (Lew)
Die weiteren Beitrige sind
KO = ([ut(z) KO (2, 5')u* (z')d32 3%’ (3.18)
mit
,ALE) (3, %) DOP) (%, 2) AF) (o, #')
RO (5 5') = — dspdsy =% & - B : - 3.19
)= 2 Qi (£ ex) — (£ er) e
und D) (x, x') bzw. D(E)l (x, x') aus (A.8) und (A.9).
K®, = [[ffd3zd3 32" d3%"" ut (z) u* (') K (=, 5", 5", 5" ) u* (2"") u(2"") (3.20)
mit
1
RO ezt =y 5 S (ffjaea ayay @y @21
4 LT 4 RELY
2
AP (=, Y A(“(yx)Ezii Ledh pe e o] AP E ) AV )EA< (#y) APy, 5")
- (et () —(fea)— (#ek)' -
. ~ = e? 1 1( oo
AR A2 DB AP 0,5 o 412 #,y) A9 (v, = >E‘A<+>(x ¥ )A Ay =)
.3 -~
(ke 2g) - [ ) =k By} = (=)
und schlieflich
K®), = ffffd3zd3z'd3z”d3z”’u+(z)u+(z’) KO (3,5 ,5", 5" )u* (z")u* (") (3.22)
mit
1
K(Bzz (Z, Z,, zll, zlll) - | ’ J‘ o “‘dsxd:gx/ d3yd3yr dBy” d3‘[///1 (3.23)

2

l xX—X

x|
(£ er) + (& &) — (£ &) — (& ex)

9

(Z
i (=, y)A< (3,2 BAD (=, e

(4 ex) + (£ &) — (£ &) — (&£ ex)

A (5.3) ANy, 1) BAO =,y ) A (v, 577) - AFD () Ay x)EA< w,y)AGD (v, 57)

A (5 ,y) A (y', &) B AD («,3") A (5", 57)
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Mit der Berechnung der einzelnen Anteile zum Operator K ist es moglich, den Kommutator in (2.11)
C=—1P[K, Bl P (3.24)

auszuwerten. Hierzu ist fiir Byr die Aufteilung (1.27¢) und fiir K die Aufteilung (3.1) einzusetzen. Da es
sich dabei um eine zwar umfangreiche, aber rein formale Rechnung handelt, verzichten wir auf eine
detaillierte Schilderung der Rechenschritte und beschrinken uns auf die Angabe der Ergebnisse einer
Auswertung, die von der Entwicklung der Projektoren (1.13) bzw. (1.14) nach einem vollstindigen Ein-
elektronensystem y;(x) Gebrauch macht. Da wir uns wie in (I) zunéchst nur fiir die ,,obere‘* Gleichung
interessieren, welche die Energiedifferenz eines ,,Einteilchenzustandes* im gestorten Kristall beziiglich
des Idealkristalls beschreibt, sei diese durch den Projektor

I+ = [ut(x) ID u(x)d3z (3.25)
aus (3.24) ausgeblendet. Damit verbleibt die Berechnung von
I1+C=— 31 +Py [KP + --- + K®,, D® + --- + D®, 1P, (3.26)

3 PL{IKP + ng, DO, + D@l + DO+ (KO + K@, + K}, DY + D)} Py
§ 4. Abschirmungsbeitriige bei fehlenden Storstellen

Bei fehlenden Storstellen treten die mit (a) indizierten Operatoren nicht auf. (3.26) vereinfacht sich
daher zu

1+CO = — 11+ Py {{KP, DO, + D®,] + [K©, + K, DP]} P, . (4.1)
Die Auswertung fiihrt auf das folgende Ergebnis:
1.
— 3 PL KD, DO Py
1 e2
== o, ik 3 3" 43 372 d3 3~ ——— —— * ,
13 I [ @y sy @205t ) s e () 2w (9
AL ) Doy, y") (') o — far e Do(y,y’) wuly ’)] 0* (&) g (&) g (5) w(3)
— 2w (8) o (3) - 1 () e () Doy, ¥) 1 (y) fr — fo 4 (9) Doy, ') a (¥ ) ya* (2)} - (4.2)
2.
— 31+ P [K©, D] Py
1 e2
— 3 3,/ 3 b 1y L e
Z””dzd dey = w’f()|z_z,|
{xk =) [xx* () Do(y, ¥") 11 (y') fr — fr xx* (¥) Doy, y)xz( Ny () w(s")
—w(z) -y (5") [xe* (y )Do(y,y ) (y’) fz — fe X ) Doly, y') i (y")] * (5) ) - (4.3)

Dabei ist in (4.2) und (4.3) fiir Dy (y, y’) der Hartree-Fock-Ausdruck

Do(y, ¥) =(—3Ay+ Vi) + e 3 [’ T)y" "-ixl ) —y’)—ezg%ﬂ (4.4)
zu verwenden.
3.
— 1Py (K, D®] Py
=—1 > [-[d3xdsx’ d3yd32d3 gr fugr + fegufo w*(z)xk(z)xk*(x)xk'(")T;f_i— (4.5)

ke &k — &k + &1 — &

Lo (&) (=) 0* () o () o (3w (3) — e (3w () - (g () g (&) (= ¥)}——— |

z l ’
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4.
— 30+ PI[K(B)p D(lh)“pl =1 Z j
kE'I’
e2
e fwt * ;
P—y {w* (5) 11(2) xu* () 20 ()

— wr (=) yi (=) gr*

(4.6) ist offensichtlich zu (4.5) hermitesch konju-
giert. Man erkennt dies, wenn man in (4.6) die
Bezeichnungsénderung k<k’, l<-1'und z<-3’ vor-
nimmt.

Definiert man

T+P1|D) =:Id3z¢ )wt(x)]0), 4.7)

so bekommt die Schridinger-Gleichung (2.11) fiir
das ungestorte Problem die Gestalt

I +P1(Bo + B + CO) Py |®D)
=w fd3xw+(x) @(x)|0)
= _”d?’z d3z" wt(z) (Do (=, 5")
+ Ro(, %)) p(=)| 0)
+ 1+ (Py C(O)Pl — Ro)

J'd3xu+ x)p(x)]0). (4.8)

Man kann nun eine Vereinbarung iiber die Gestalt
von Ry treffen. Setzt man z.B.

Ry =0, (4.9)

so bedeutet dies die Entwicklung der Abschirmungs-
beitrige (4.2)—(4.6) nach den Bloch-Funktionen
7i(x) des Hartree-Fock-Problems

fDo (5, x) yi(x)d32 = & yi(3) .

Es ist bekannt, daf} die Hartree-Fock-Naherung
fur Metalle keine guten Ergebnisse liefert [7]. Ob
die Abschirmungsbeitrige (4.2)—(4.6), die die Rolle
von Korrelationsenergien spielen, diese Situation
in ausreichendem MaBe verbessern, bleibt aller-
dings einer speziellen Untersuchung vorbehalten.

Eine andere Moglichkeit liegt in der selbstkon-
sistenten Berechnung der y;(z) durch ein sehr viel
komplizierteres Hartree-Fock-Problem, das wir er-
halten, wenn wir

Ro=P,CO P,

(4.10)

(4.11)

setzen und dadurch den zweiten Anteil von (4.8)
zum Verschwinden bringen. Es verbleibt dann die

F. Wahl

Id3x d3z’ d3y d3zd3z’
o (&) e () 1k

(%) ya (%) 20 (5w
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gifv g + figr fx
&g — ey + e — &

*(x) k(%) o (5) w(5)

2
&) G D HE e 49
Schrédinger-Gleichung
[ Bo(z,5") p(5') A% := [(Do(3, #')
+ Ro(3,5") p(5')d3%" = 0w ¢ (3) (4.12)

bei der die implizit enthaltenen Energiewerte ¢ mit
den Eigenlosungen wy; zu identifizieren sind. Diese
Moglichkeit ist ebenfalls noch nicht erprobt. Es
sollte jedoch moglich sein, am einfachen Beispiel
des Elektronengases Einblick in die Struktur und
die Bedeutung der Abschirmungsglieder (4.2)—
(4.6) zu bekommen, so dafl wir in néchsten Para-
graphen kurz andeuten wollen, welches Problem
in diesem Fall zu I6sen wire.

§ 5. UberschuB- und Defektelektron im
Elektronengas

Im Fall des Elektronengases vereinfacht sich
die Schrodinger-Gleichung (4.12) erheblich. Be-
kanntlich kompensieren sich in (4.4) das als posi-
tiver Ladungshintergrund gewihlte Potential V', (x)
mit dem nachfolgenden Coulomb-Glied der Elek-
tron-Elektron-Wechselwirkung, sofern man fir die
Elektronenfunktionen ebene Wellen

1
(27)3/2

il x

1 (x) = (5.1)
beniitzen kann [8], was aufgrund der Translations-
invarianz des Problems selbstverstindlich gegeben
ist. Es verbleibt damit fiir Dy (y, y’) lediglich

72 y
2 A

et =)

Dy(y,y') =6(y — y)(

42

~ @

wobei im Fall 77=0 die Fermi-Verteilung zu
fi=0E— 1))

entartet. In (5.3) ist & die Fermi-Kante.
Ebenfalls aus Griinden der Translationsinvarianz
verschwinden die Ausdriicke (4.2) und (4.3) in Ry.

(5.3)
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Denn mit
Do(y,y") = Doly — ¥')
ist dort

I a3y a3y’ [gx i () Doly — ) 22 (') o — Ji 72 (¥) Doly — ') sa(y') 91

,)eil.y' = 0w algrf1 — qifw) ‘fd3!/'Do(y')c"" ¥ =10,

1

=S5 (Owfi— qifw) [l ¥y asy fasy Do(y

(27)

575

Die Anteile (4.5) und (4.6) kann man auswerten, wenn man fir die Coulomb-Wechselwirkungen die

Fourier-Entwicklung beniitzt

1

==+

eik- (x—x')

1
=g

(5.6)

Insgesamt ergibt sich aus dem Schrédinger-Problem (4.12) die Energie fiir ein Uberschufl- bzw. Defekt-

elektron im Elektronengas zu

o_ BB e 1
g T2 g [y
e \2 1 1
—4. d31d3g —- [ —
(W) St s <(q—k+l>‘~’

_i)gk—qflgk+q+fk—qglfl:+q

0 0 0 0 ) (5.7)
g Er — Ex—q T & — Eq11

je nachdem, ob sich k aullerhalb oder innerhalb der Fermi-See befindet. Die Faktoren 2 und 4 vor dem
zweiten bzw. dritten Glied beriicksichtigen die Spinentartung.
Bei (5.7) handelt es sich um ein implizites Eigenwertproblem, das man nur iterativ lésen kann. Man

wird zunichst die Substitution

h2k2
&S= ST yy (5.8)
in (5.7) einfithren. Das ergibt
mit
e2 " 1
und
et 1 1 1\ Jr—ghiqg+fqfiy
e f e (1) dtathogghn
pr 2 — k12 2 h2 5.11
Sl 5 Y B R T S

Vernachléssigt man zunachst

A= — 29w+ 20— g (5.12)

im Nenner des Integrals (5.11), so wird (5.9) eine
nichtlineare Gleichung in AY. Nach ihrer Losung
kann man versuchen, die vernachlissigten Beitrige
(5.12) iterativ zu beriicksichtigen. Inwieweit etwa
(5.11) mit dem Austauschglied (5.10) zu einer ab-
geschirmten Wechselwirkung zusammengefal3t wer-
den kann, ist im einzelnen jedoch noch nicht geklirt.

2m

§ 6. Das vollstiindige Problem einschlieSlich
der Storglieder

Wir wenden uns zunéchst der Frage zu, inwie-
weit das Ergebnis der kanonischen Transformation
mit dem Ergebnis des Eliminationsverfahrens in (I)
iibereinstimmt. Da dort das zur Entwicklung ver-
wendete Funktionensystem aus einem Hartree-
Fock-Problem der Form (4.10) stammt, beziehen
wir diesen Vergleich auf die Moglichkeit (4.9) und
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beginnen mit den Ausdriicken (4.2)—(4.6), die ja
bei ausgeschalteter wie eingeschalteter Stérung der
Form nach gleich bleiben. Betrachtet man zu-
néachst (4.5) und vergleicht mit dem entsprechenden
Ausdruck (I, 9.6), so erkennt man, dal sie inein-
ander iibergehen, wenn man g mit w —C’ und £’
mit (p, 7) identifiziert,

;Zk(z) xk* (%) = 0(5 — x) (6.1)

beriicksichtigt und den Operator wt(z) weglalBt.
Der Faktor { wird zu eins ergédnzt durch den hermi-
tesch konjugierten Beitrag von (4.6). Natiirlich ist
C’ im Fall fehlender Storstellen gleich Null.

I+ C® = — 3 1+ Py {[K, DD + [K®);, DP] + (K, DO, + D& +

+ (K9, + K@ + K&, DP1} Py

F. Wahl - Ein Losungsvorschlag fiir eine Funktionalgleichung

In gleicher Weise erkennt man die Verwandt-
schaft von (4.2) mit (I,9.5), wenn man dort
Wpi 1, =0 setzt und wieder & mit w —C’, k' mit
(p, t) identifiziert. Etwas problematischer ist es,
den Zusammenhang zwischen (4.3) und (4.2) z
erkennen, um den Faktor } loszuwerden. Es zewt
sich, dall man in (4.2) ¢ = ¢;" setzen muf}, um auf
den hermitesch konjugierten Ausdruck von (4.3)
zu kommen. Das ist eine erhebliche Spezialisierung,
die man nur noch als qualitative Ubereinstimmung
von (I, 9.5 mit (4.3) interpretieren kann.

Diese Betrachtung fiir den stoérungsfreien Fall
ist zu ergédnzen durch die Diskussion der Glieder,
die durch eingeschaltete Stérungen hinzukommen :

D®]

Hier sind die ersten beiden Kommutatoren die Ergiinzung von (4.2) und (4.3) durch

0(x — &) gr yx* (x) W (= x) fr

in den eckigen Klammern, was erst zum vollen Vergleich mit (I,

— 3 IFPL K, DY ] Py =
EELU

w (=) gk (2) g™ () ga (=
G @) g o () W (y) () fon™ (27) )

und

— 3P K®, DM Py = 3 S [[[ dSrds’ ddyw ()
k1l

Lo () gr 1* () Wy) a(y) frop* (=

) {9k 10 () W () 1 ()

(6.2)
9.5) fihrt. Sie lauten
1 e2
—1 Z f-'-fd3xd3x d3y d3z d3z e . ]x—x |
fup* () g () g (&) w(s) — i (&) w(@)
(6.3)
e? 1
s— = w—a
Jw(a') — w(x) - (g (=, gr ge* () W) (y) fin* ()} (6.4)

Da es sich bei (6.3) und (6.4) lediglich um die Ergénzungen zu (4.2) und (4.3) fiir den Storfall handelt,
gelten fiir den Zusammenhang mit (I, 9.5) die gleichen Argumente wie oben.
Zusétzlich haben wir jetzt noch die weiteren Storglieder

— 30+ P[KP, DO, +
“[n* () Doly. ') xe (') fr — fro*(
k¥ (x) W (%) g (%) 1 (5)

— e a0 Doy, y') 2k (y

und

)Do(y,-y ) xx(y

wia) + 3 [[[ do doy sy —
kR &k

)4 0y — ¥ gk e (x) W (y) 2x(y)

1
DO = — 3 [ [dwdiydiy did® ———w(=) p(z)

€ — &k’

A0y — ¥ g (y) Wiy) ak(y) fxl

o @) Dolys y) k() e
-

- 1
— 311 P KO, + K@, D@ ]=1 2””d3x d3y d3y’ d3z ———— w* (3) k(')
By —

[e* () Doy, 5') 2 (¥') fer — fre xu™

1w (%) W (x

I

“[oe* () Doy, y") xrr (¥') frer — Fre u™(

y) Doy,

1
b 2 Ji Py’ e W le]
DO()’ ¥ (y

fr] ye* (x) W (%) yx (%) (6.5)
Eg’
¥) e () +0(y — ¥) g W(y) xx (¥) ']
k(%)
Y+ gk (o) W(y) e () Far] - (6.6)
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Hier 148t sich (6.6) nicht vollstindig auf (6.5) zuriickfithren. Nur jeweils die zweiten, also die skalaren
Anteile sind identisch. Jedoch ist die Ahnlichkeit auch der ersten, der Operatoranteile, offensichtlich.
Der Zusammenhang von (6.5) mit (I, 9.3) wird vermittelt durch die Identifikation von k<1, n. k'<l', n’
und [ <+ p, 7 sowie der Einschrinkung auf

epi =0 — (' (6.7)

in (I, 9.3), so dafB} sich dieser Ausdruck in (I) wieder als allgemeiner erweist.
SchlieBlich haben wir noch

—%H+P1[K(la), [D(b) :% z J'J‘J’J*dgxdax dBJda gl/kgk +flgkfk

&k — &g’ Ix—x'l

“w (=) (=) yu* (%) {0 ( x)x:c ( ) W(y) xa () s (%)) w0 (') — w(x) - (ze* (y) W (y) xoe () 0 (=) 2k (%)}

e2

(6.8)

und
1+ b)) m@IP. — 1 v (A3 d30 sy Jefvgitfegrf
11+ Py [K®), D) P;y = }_,k!k'z,”,j e dder ary areany —H R
2
wt (z) gk () xx* (x) Toe - = L (=) 0 () W (y) s (y) s (") e (=) y0 (57) 0 (57)
— qr (%) e (3w () G () W) () o * () o (%))} - (6.9)

Identifiziert man in (6.9) und (I,9.4), 'L n, l<l',n', k< p,i und & mit (w—C’), so entsprechen
sich wieder beide Ausdriicke bis auf den Faktor 1, der durch (6.8) naherungsweise zu eins ergidnzt wird.
Denn (6.8) entsteht aus (6.9) durch die Bezeichnungsinderung k<[, k'<-I" und der Spezialisierung
& =ée&r.

Insgesamt haben wir dadurch den Nacliweis, dafl die hier untersuchte kanonische Transformation
zwar nicht mit dem Eliminationsverfahren aus (I) identisch ist, aber ihm doch sehr nahe kommt. Beide
Verfahren haben ihre Vor- und Nachteile. Wihrend das Eliminationsverfahren auf ein nichtlineares
Eigenwertproblem fiihrt, das die Zustandsberechnung mit dynamischen Potentialen gestattet, bringt
die kanonische Transformation die Moglichkeit, das vollstindige Funktionensystem durch ein Selbst-
konsistenzverfahren besser anzupassen, wobei man iiber das hier geschilderte Vorgehen hinaus gehen
und bei starken Stérungen, etwa durch eine Aufteilung der Art (1.27d)—(1.27f), schon Storglieder mit
einbeziehen kann. Beide Verfahren sind jedoch noch nicht ausreichend erprobt, was weiteren Arbeiten
zu entsprechenden Stérmodellen vorbehalten sein soll.

Anhang
Aus (I, 5.6)—(I, 5.14) iibernehmen wir die Gestalt der Matrixelemente in (1.28)—(1.31). Es ist
A2 E . So (=,
DY (x,2) = | —5— A + Py (=) + fd Yo7 SPLESo(y.3)])0(x — &) —e? U iy
2m |=— | |x — |
mit
So(x, x') 0
’ — + 2
So(xx')=U ( B _So(x,’x)) (A.2)

und So(x x’) aus (1.14) ein Hartree-Fock-Operator mit dem Coulomb-Glied

E

und dem Austauschglied
) So(x — x') .

LT
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Weiter ist

D (x, x') = A (x, ') W () (A.3)
mit

W(x) = P (®) — Py (x) + Vm(x). (A4)
Da V(x) das Potential der Wirtsgitteratome im deformierten Gitter, V9 (x) das Potential im Idealgitter

und VH x) das Potential der Storstellen ist, stellt W (x) das gesamte Zusatzpotential im gestorten Gitter
dar, das durch den Projektor A()(x, 2') als Ausdruck einer Vielelektronenwechselwirkung abgeschirmt
wird. Es ist weiter

¢ - ®

ng) (x’ xl’ xn, xlll) _’A ( “’)Em

<_®__
\xlll . xll|
AO (&, &) B+ 3 [QY[AD (2,5) B 4O (y, ) — 4O (2, 5) B Ay, "'”Ty'ig TR —x")

x/f/ l

B AD (&, &) — A (x,5"") B (A.5)

2

die Wechselwirkung zwischen abgeschirmten Elektronen, und

DP (x,x) = — 0(x — &)} W (=), (A.6)
e? EQE
DP (%, ' 2", x") = — —O(x — &) — ® o(x" — "), (A.7T)
2 lx —=x [
D° (x,2") =— 3 [[d3y a3y {AD (x,5) Doly,y') AO(y', ') — A (x,5) Doy, y") A (v, %)}, (A.8)
D@ (x, ') = — § [ddy A*(x,3) W (y) 4O (y, %), (A.9)
e2 . . ® ~ ~
DO (x,a', &, x") = — — Id3y AN (z,x""VE .7 —— AP (x', y) E A (y, ")
2 |+ — ¥
y 111y 1Y @ "y 1) ’ v 7 oy " 4
+ AV (x,x""E I TA( Nz, y) E A (y, x")t, (A.10)
—y
. e2 | 2 o B ® A L &
DO (x, 2", 2", x"") = r} de3y d3y’ s A (2, y) E AC) (3, x'") ‘ = ,I A (' ¥y YE AC) (y', x")
- Y —Y
i~ - ® ~ oA
— A (2, y) E AD (y,2"") - A (2", ' YE AD (y', ="')¢ . (A.11)
Der Skalar C” ist schliellich
C' =} [d32Sp[So(x, x) W (x)]. (A.12)
[1] F. Wahl u. G. Baumann, Z. Naturforsch. 34a, 1373 S. 110. C. Kittel, Quantum Theory of Solids, John
(1979) (wird als (I) zitiert). Wiley, New York 1963, Kap. 7, 99, S. 148.
2] H. P. Dirr u. F. Wagner, Nuovo Cim. 10, 46, 223 [7] A. Haug, Theoretische Festkorperphysik I, IFranz
(1966). Deuticke, Wien 1964, § 28.
[3] H. Krauf}, Diplomarbeit, Tibingen 1977. [8] A. L. Fetter u.J.D. Walecka, Quantum Theory of
4] E. \Iuller, Diplomarbeit, Tiibingen 1976. Many-Particle Systems, McGraw-Hill, London 1971,
[5] W. Feist, Diplomarbeit, Tibingen 1979. Chapter 3.

[6] Siehe z.B. O.Madelung, Introduction to Solid-State
Theory, Springer-Verlag, Berlin 1978, Kap. 3.1.5,



